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Resume 

On decrit le debut du spectre des longueurs des groupes de triangles 
ri , ayant un angle droit et on montre que le spectre des longueurs caracterise 

la classe d'isometrie d'un tel groupe. 
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Abstract 



^ ■ We describe the length spectra of triangle groups (2,p, q) before showing that 

\^ I the length spectra characterizes the isometry class of such a group. 
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Si S est une surface hyperbolique (i.e. de caracteristique d'Euler strictement 
negative) fermee (i.e. compacte sans bord), on peut s'interesser a son spectre 
des longueurs, c'est a dire a Tensemble des longueurs des geodesiques fermees 
de S rangees dans I'ordre croissant en respectant les multiplicites eventuelles. 
Get ensemble considere, on peut se demander rinformation geometrique qu'il 
contient : peut-on deduire du spectre des longueurs le genre de SI la classe 
d'isometrie de 5 ? 

Dans le cas oii S est fermee, ces questions on ete largement traitees. En par- 
ticulier, on montre que la donnee du spectre des longueurs et equivalente a la 
donnee du spectre du Laplacien sur S (c'est le theoreme de Huber, [Ij). On peut 
deduire de cela que le spectre des longueurs determine I'aire de la surface, et 
done le genre ou, ce qui revient au meme, la classe d'homeomorphie (on pourra 
se referer a [Q). Pour ce qui est de la classe d'isometrie de la surface, la reponse 
est negative, meme si Ton dispose du theoreme de Wolpert(^6],[T]) qui informe 
qu'une surface hyperbolique fermee de genre g est « en general » (il convient de 
donner un sens precis a cette formule. . .) determinee a isometric pres par son 
spectre des longueurs. On sail notamment construire explicitement des surfaces 
de genre 5 > 4 ayant le meme spectre des longueurs et etant geometriquement 
distinctes (on renvoie a T] pour une presentation elegante et synthetique de ces 
exemples) . 

On dispose, parallelement, de certains resultats de rigidite, par exemple pour 
les surfaces hyperboliques compactes de genre 1 avec une seule composante de 
bord ([1|), pour les pantalons compacts ou avec 1,2 ou 3 cusps ([7]). 
Dans le cas 011 S est fermee et de genre 2 ou 3, la question reste ouverte. 

Si maintenant S admet des points coniques (i.e. si son groupe fondamental 
contient des elements elliptiques), on definie de la meme maniere le spectre des 
longueurs, en demandant aux geodesiques d'etre les courbes qui minimisent la 
distance entre leurs points sur le complementaire des points coniques. On dispose 
d'un analogue partiel du theoreme de Huber dans ce cas (on consultera [10]). 
On se propose ici de demontrer que pour les surfaces hyperboliques de genre 
ayant trois points coniques dont I'un est d'ordre 2, le spectre des longueurs 
permet de determiner I'ordre de tons les points coniques, et done la classe 
d'isometrie. Pour des calculs numeriques de sytoles dans certains groupes de 
triangles, on renvoie a [5], [3] et [4], cette derniere reference s'attardant sur le 
grouper(2,3,7). 

Ceci est un premier resultat de rigidite pour le cas des surfaces hyperboliques 
fermees a points coniques, qui s'applique en particulier a la surface modulaire. 



1 Preliminaires 

1.1 Introduction 

On considcrc ici Ic dcmi-plan dc Poincare 

H = {z e C ; Imz > 0} 
que Ton munit de la distance hyperbolique 

cosh d{x,y) = 1 



2 Imx Imy 

Get espace possede un groupe d'isometrie Isom H qui s'identifie a PGi(2,R) 
tandis que le groupe des isometries directes est assimile a PSL{2, R). Un element 
7 de Isom+H est alors hyperbolique si la trace d'une des matrices associees de 
SL{2, R) est strictement plus grande que 2 en valeur absolue. Un tel element 
agit sur H en laissant stable une geodesique appelee axe de 7 et le long de 
laquelle 7 agit comme une translation de distance de translation 

^(7) = Ini{d{x,jx) ; X eH} 

Si maintcnant 2 < p < q sont des cnticrs verifiant 

111 

on leur associe un triangle T de H ayant pour angles 7r/2,7r/p, 7r/g. Le groupe 
d'isometrie engendre par les reflexions relatives aux cotes de T est note ro(2, p, q) 
tandis que I'ensemble de ses elements preservant I'orientation est appele T{2,p, q). 
C'est ce dernier groupe que Ton va etudier ici. 

To{2,p,q) agit sur H avec T comme domaine fondamental, ce qui fournit un 
pavage Vq admettant trois types de sommets : ceux de valence 2, de valence p 
ou de valence q. Considerons V le sous pavage obtenu en considerant uniquement 
les sommets de valence q et les aretes les reliant : celui-ci est constitue de p-gones 
de cote 2c avec 

cos- 
cosh c = — — |- 



sm - 



et les angles aux sommets sont tons egaux a 2'k j q. 

Nous dirons que r(2,p, q) et r(2,p', g') sont isometriques si les quotients H\r(2,p, q) 

et H\r(2,p',g') le sont. 

On decrit ici le debut du spectre des longueurs 

Lsp r(2,j3, g) = {^(7) ; 7 element hyperbolique de r(2,p, g)} 

qui est I'ensemble des distances dc translation comptees avec multiplicites et 
ordonnees dans I'ordre croissant. Le plus petit element de cet ensemble est la 



systole. 

CommerKjons par expliquer notre approche, avant de donner la liste des resul- 
tats prouves dans cet article. 

II est natural de penser qu'un element hyperbolique 7 de T(2,p,q) ayant une 
distance de translation petite (disons < Iq) deplace au moins un sommet de V 
d'un distance petite egalement (Idee 1). 

De plus, on peut penser que deux points du pavage prochcs pour la distance 
hyperbolique le restent egalement si on considere leur eloignement au sens de 
la distance combinatoire D associee au pavage (cette distance etant le nombre 
minimal d'aretes permettant de relier ces deux points) (Idee 2). 
Dans la pratique, nous aurons done besoin 

- de definir le « deplacement minimal »de 7 sur V, note A (7) ; 

- de relier la distance hyperbolique d et la distance combinatoire D 
Le resultat obtenu (propriete [T]) s'ecrit alors 

V/o,3no ; V7 hyperbolique , Z(7) < '0 =^ ^(7) < uq 

La demonstration de ce fait repose sur deux resultats formalisant les idees pre- 
cedentes (lemme[T]et lemmeU]). 

Le premier indique qu'effectivement le « rayon hyperbolique »p des boules com- 
binatoire augmente avec le rayon combinatoire de celles-ci. 
Le second affirme comme il etait pressenti que tout element hyperbolique 7 de 
distance de translation /(7) majoree par Iq deplacera un point du pavage V 
d'une distance majoree par 

C{lo) = Argcosh [(cosh c)^ (cosh /q - 1) + 1] 

oil cette constante ne depend que de Iq et des entiers p, q. 
On obtient alors la propriete [T]cherchee. 

Nous utilisons ensuite les resultats de la section [5] pour 

- decrire le debut du spectre des longueurs de r(2,p, q) ; 

- en deduire que le spectre des longueurs caracterise le groupe r(2,p, q) parmi 
les groupes de triangles de ce type. 

On a le resultat de rigidite spectral suivant (theoreme [T|) : 

Theoreme A : 

Soit r(2,p, (7) et T{2,p' ,q') deux groupes de triangles isospectraux au sens 
des longueurs. Alors ces deux groupes sont isometriques. 

Au passage, on aura demontre et exploite le resultat suivant (coroUaire El sec- 
tion EH]) : 

Theoreme B : 

La systole de T{2,p,q) est determinee par I' alternative suivante : 



1. Si p> 4, il s'agit de 2 Argcosh [2 cos - cos -] 

2. Sip = 3, il s'agit de 2 Argcosh [2(cos ^)2 - i] 

La section [2] expose comme annonce la preuve de la propriete[T] C'est I'aspect 

theorique de I'etude. 

La section [3] est consacree au calcul explicite des distances de translation des 

hyperboliques verifiant A (7) = 1,2. 

La section |4] est dediee au calcul de p(3) et a la mise en pratique de la propriete 

[T]pour les longueurs qui nous interessent. 

La section [5] demontre le resultat de rigidite spectral. 

1.2 Notations 

Rappelons que tons les points du pavage V sont par hypothese de valence q. 
Si x,y,z sont trois elements de H, on designe par /.(xy,xz) I'angle oriente 
forme par les segments geodesiques xy et xz en x. En I'abscence de precisions, 
on considere la mesure de cet angle dans [0, 27r[. La mesure geometrique de cet 
angle est la valeur absolue de sa mesure principale. 

Si X, y sont deux sommets de 7^, on considere I'ensemble des chemins (3 du pavage 
formes d'aretes consecutives de V et reliant x et y. Le nombre d'aretes d'un tel 
chemin est sa longueur, notee L{j3). La distance combinatoire entre x et y est 

D{x, y) = lni{L{(3) ; (3 reliant a; et y } 

C'est un entier. 

Fixons maintenant so dans V. Pour n > 1, la boule combinatoire de centre so 
et de rayon combinatoire n est I'ensemble des sommets de V qui se trouvent a 
une distance combinatoire au plus egale a n de sq. On pose alors 

p{n) = Inf{(i(so, s) ; I?(so, s) = n} 

Moralement, il s'agit du rayon hyperbolique minimal de la sphere combinatoire 
de rayon n. Ce nombre est evidemment independant de Sq- Nous sommes no- 
tamment amenes, pour demontrer les resultats annonces, a calculer p(3) dans 
la section STTJ 

Decrivons de maniere plus minutieuse la sphere combinatoire de rayon 3. Si s 
verifie -D(so,s) = 3, il existe un chemin (3 = {sqSi, S1S2, S2s} du pavage reliant 
So a s. On note 2kiTr/q et 2k2Tr/q les mesures dans [0, 27r[ de Tangle oriente de 
P en si et S2. Le sommet s s'ecrit alors s{ki, k2) et on note 

d{ki,k2) := (i(so,s(fci,fc2)) 

Remarquons qu'il existe plusieurs points du type s{ki, fc2) pour des entiers fixes 
et qu'ils sont tons a la meme distance hyperbolique de so. C'est cette distance, 
invariante, que I'on etudie : ceci justifie la notation precedente. 
Enfin, pour tout 7 element hyperbolique de r(2,p, (7), on definit son niveau 

A(7) = Inf{ D{s,-is) ; seP} 

qui mesure le deplacement minimal de 7 sur V au sens combinatoire du terme. 



2 Aspect theorique de I'etude 

II s'agit ici de demontrer la propriete [1] annoncee en introduction, sur laquelle 
repose I'etude pratique du spectre des longueurs. 

Comengons par montrer le lemme suivant etablissant la croissance de p : N* — > 
R* et reliant ainsi les distances d et D. 

Lemme 1 L 'application p est croissante 

Preuve du lemme [T] : 

Fixons So un sommet de P et n > 2 un entier. Soit x un sommet a distance 
combinatoire n de Sq. Montrons qu'il existe toujours un element y de V etant 
a une distance combinatoire n — 1 de sq et qui soit plus proche de sq que x au 
sens de la distance hyperbolique. En choisissant a; = xq de maniere adaptee, on 
obtiendra alors y = yo verifiant 

p{n) = d{sQ,xo) > d(so, yo) > p{n - 1) 

et le lemme sera demontre. 

Soit done x avec la propriete invoquee. II existe un chemin /? — {ci, . . . , c„} du 
pavage reliant sq a x. On ecrit c„ — xy et on designe par z le milieu de xy, qui 
est un point de valence 2 du pavage Vq. L'element y est de valence q et verifie 

d{so,x) > d{so,y) 

En efFet, si m est la mediatrice de xy, m separe les points x et so : etablissons 

ce fait. 

Commengons par ecrire le complementaire de m comme union de deux sous 

espaces ouverts H^ et Hy, avec des notations evidentes, et supposons que so est 

dans Hx- Nous allons contredire la minimalite de (3. 

Le chemin /3 intersecte m en au moins deux points, dont I'un est z. Notons w 

le premier point d'intersection de (3 avec m quand P est parcouru de So vers x. 

C'est un sommet dc Vq, done de valence g ou 2. 

Cas 1 : w est de valence q 
On ecrit tout d'abord 

/3 = /3i U /32 U {yx} 

on /?i relie sq a w et P2 relie why. On pose alors 

l3'=PiU]h 

oil P2 designe le chemin de V image de P2 par la reflexion d'axe m. Le chemin 
/]' relie so a x et se trouve etre de longueur strictement plus petite que /?, ce qui 
contredit la minimalite de f3 et impose a so d'appartenir a Hy. 

Cas 2 : w est de valence 2 

w est alors le milieu d'une arete x'y' avec x' et y' dans V. Nous supposons que 

x' G Hx et ecrivons 

/3 = /3i U /32 U {yx} U {x'y'} 



ou Pi relie sq a x' et f32 relie y' a y. II suffit maintenant de considerer 

/?' = /3i U ^ 
pour contredire la encore la minimalitc de (3. 

Dans tons les cas, on a bien sg G Hy et 

d(so,x) > d{so,y) 

Reste a constater que y est exactement a une distance combinatoire n — 1 de 
So : en effet, /3' = {ci, . . . , c„_i} est un chemin reliant sq k y (ce qui fournit une 
majoration de la distance cherchee) et si D{so,x) etait strictement inferieure a 
n — 1, on aurait (3 de longueur strictement inferieure a n. 
Ceci acheve la preuve du lenime [T] D 

Montrons maintenant le lemme[2]qui assure I'existence d'un « deplacement mi- 
nimal » maximal pour les elements hyperboliques dont la distance de translation 
est bornee. 

Lemme 2 Soit Iq > 0. Alors il existe une constante C{lo) telle que tout element 
hyperbolique 7 de T{2,p,q) ayant une distance de translation inferieure ou egale 
a lo deplace au nioins un sommet sq de V d'une distance 

d{sQ,'jso) < C{Iq) 

On a de plus 

coshC(Zo) — (cosh c)^ (cosh /o ^ 1) + 1 

Preuve du lemme [2] : 

Considerons ss' une arete du pavage V qui possede une intersection non vide 
avec A, I'axe de 7. Si s est I'extremite de I'arete la plus proche de A au sens 
hyperbolique, cette distance est necessairement inferieure a c. On obtient alors 

coshd(s,7s) — (cosh d(s,yl))^ (cos ^(7) - 1) + 1 

< (coshc)2(cosh;(7) - 1) + 1 

< (cosh c)^ (cosh ^0 - 1) + 1 
On pent done prendre sq = s.D 

On est maintenant en mesure de montrer la 

Proposition 1 Soit Iq > 0. Alors il existe un entier uq tel que, pour tout 
element hyperbolique 7 de T(2,p,q), 

Kl) <lo=^ A(7) < no 

Preuve de la proposition [1] : 

Par croissance de p, il existe un plus petit entier n tel que p{n) > C{Iq). Sup- 
posons des lors que A(7) > n. Pour tout s dans V, on a 

d(s,7s)>p(A(7))>p(n)>C(/o) 

et le lemme [1] permet alors d'affirmer que ^(7) > Iq. Nous pouvons done choisir 
uq = n — 1. D 
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3 Aspect pratique de I'etude : premiere partie 

On decrit ici les valeurs du spectre des longueurs apparaissant avec les elements 
hyperboliques de niveau 1 et 2, c'est a dire les distances de translations cor- 
respondant aux elements hyperboliques de T{2,p,q) qui deplacent au moins un 
point du pavage d'une distance combinatoire 1 ou 2. On y trouve des formules 
explicites elementaires et on ordonne ces valeurs dans I'ordre croissant, en tenant 
compte des valeurs des entiers p et q. 

3.1 Les hyperboliques de niveau 1 

Soit 7 un element hyperbolique de T{2,p,q) deplacant au moins un sommet 
So d'une distance combinatoire 1. Choisissons un so tel que _D(so,7So) = 1 et 
decomposons 7 en produit de deux reflexions dont les axes sont des geodesiques 
G et G" du pavage Vo '■ expliquons comment. 

Si So et tel que D{so, jsq) — 1, ecrivons 7^so — x. L'arete 7Soa; se trouve done 
etre I'image par 7 de l'arete So7So. Prenons pour G la mediatrice de sqjsq et 
pour G" la bissectrice de Tangle forme par ces deux aretes au sommet 7S0. On 
note G" = G'f. 011 k est un entier entre 1 et g— 1 tel que Z(7SoSo, 7Soa;) = 2k'iT/q. 
Un calcul trigonometrique permet d'affirmer que la distance de translation de 
7 = f(3' fc est alors donnee par 

h{k) = 2 Argcosh Di{k) ; 1 < fc < <? - 1 

des que la quantite 

fcTT cos - 

Di(k) =sin ^ ; l<k<q-l 

q sm - 

est strictement plus grande que 1 : dans le cas contraire, 7 n'est pas hyperbolique 
([9], p. 157 et p. 179). 

On constate que les valeurs prises par Di{k) sont symetriques par rapport a la 
valeur en la partie entiere de g/2. On a notamment : 

Di{l) = cos- < f 

-Di (2) — 2 cos — cos — 
p q 

151(3) = cos- [4(cos-)^ - f] 

p q 

On dispose du resultat suivant : 

Proposition 2 SoitT{2,p,q) avecp,q deux entiers tels quep <qet- + -<-^. 

1. Si p > 4: et q > 6, les deux distances de translation les plus petites parmi 
les elements hyperboliques de niveau 1 sont, dans I'ordre croissant : 
h{2) = 2Argcosh 2 cos - cos ^ 
/i(3) = 2Argcosh cos ^ [4(cos |)^ - 1] 



2. Si p = 3 ou bien {p, q) G {(4, 5), (5, 5)}, la plus petite distance de transla- 
tion parmi les elements hyperboliques de niveau 1 est : 
h{3) = 2Argcosh cos ^ [4(cos -)^ - 1] 

Preuve de la proposition [2] : 

Un calcul rapide montre que h(2) = li{3) si et seulement si q — 5. II est de plus 
evident que Di(2) est strictenient superieur a 1 si p > 4 ct strictcmcnt infcrieur 
a 1 des que p = S.D 

3.2 Les hyperboliques de niveau 2 

Soit 7 un element hyperbolique de T(2,p,q) deplagant au moins un sommet 
So du pavage d'une distance combinatoire 2, c'est a dire D{so,^so) = 2. Cette 
isometric se decompose la encore en deux reflexions dont les axes sont des geo- 
desiques G et G" du pavage Vq. Expliquons comment s'en persuader. 

Considerons /? = {sqx,xjso} un chemin de longueur 2 reliant sq a son image. 
Posons maintenant y ^ ^x et considerons des lors pour G la bissectrice de 
Tangle Z{xso,xjso) et pour G' la bissectrice de Tangle Z{^sox,jsoy). 
La longueur de translation de 7 = tq' fQ^ est alors donnee par 

l2{k, k') = 2Argcosli D2(fc, k') ; l<k,k'<q-l 
des que la quantitc 

, fc'TT kiT kn k'n , 

D2\k, k ) = sin sin — cosh 2c — cos — cos ; 1 < k,k < q — 1 

q 1 q q 

est strictement plus grande que 1. Dans les formules precedentes, 

2(cOsf)2 + (cOsf)2-l 



cosh 2c = 



p' ^ q' 
(sinf)2 



II convient de remarquer que D2{q — 1, fc) est egal a -D2(l, q — k) et cela pour 
tout k compris entre 1 et q — 1. 

Rangons ces valeurs dans Tordre croissant. On dispose pour cela du resultat 
elementaire suivant : 

Lemme 3 Soit K et K' deux entiers compris entre 1 et la partie entiere de 
q/2. Alors pour tout k compris entre K et q~ K et tout k' compris entre K' et 
q — K' , on a 

, k-K k'n kn k'lv Ktt K'tt Kit K'tt 

sm — sm cosh 2c— cos — cos > sm sm cosh 2c— cos cos 

q q q q q q Q Q 

Preuve du lemme [3] : 

On constate que pour les valeurs de k indiquees, 

. kiT , Kit 
sm — > sm > 

q q 



et qu'il en est de ineme pour k' et K' . On a done 

. kn . fc'vr . Kt: , K'n 
sm — sm > sm sm > 

q q Q Q 

Maintenant, 

kiT Kn 
eos — < eos 

q q 

avec le meme resultat pour k' et K' . On en deduit 

kiT k'n Kt: K't: 
cos — cos < cos cos 

q q q q 

Ceci est evident sans se preoccuper du signe du terme de gauche car le terme de 
droite est toujours positif par hypothese sur K et K' . On conclut en remarquant 
que cosh 2c est toujours strictement positif. D 

Nous enongons maintenant le principal resultat de ce paragraphe : 

Proposition 3 Soitr{2,p,q) avecp,q deux entiers tels que p <qet- + -<-^. 

1. Si p > 5, les deux distances de translation les plus petites parmi les ele- 
ments hyperboliques de niveau 2 sont, dans I'ordre croissant : 

?2(1,2) = 2Argcosh [cos ^(4(cos i)^ - 1)] 

h{^,q - 1) = 2Argcosh [2(cos ^f + 2(cos ^f - 1] 

2. Si p — A la plus petite distance de translation parmi les elements hyperbo- 
liques de niveau 2 est : 

h{l,q - 1) = 2Argcosh [2(cos ^)2 + 2(cos ^f - 1] 

3. Si p = S et q = 7 ,la plus petite distance de translation parmi les elements 
hyperboliques de niveau 2 est : 

hil, q-l) = 2Argcosh [2(cos ^f - i] 

4- Si p — 3 et q > 8, les deux plus petites distances de translation parmi les 
elements hyperboliques de niveau 2 sont : 
^2(1, g - 1) = 2Argcosh [2(cos |)2 - i] 
l2{l,Q) = 2Argcosh [2cos ^(2(cos ^)2 - 1)] 

Preuve de la proposition [3] : 

Un calcul preliminaire 

Pour clarifier la demonstration, nous commengons par obtenir une premiere 
minoration des quantites D2{k, k') en distinguant deux cas (p > 4 et p = 3). 
Si p > 4, la quantite entre les valeurs absolues est positive des que 1 < k < q—1 
et 2 < k' < q — 2. Cela resulte d'un calcul elementaire et de I'utilisation du 
lemme [21 Ceci permet de faciliter la manipulation des quantites D2{k,k') en 
supprimant les valours absolues dans leur expression initiale. On a alors, pour 
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tout 2<k,k'<q-2, 

, fc'TT kir kn k'n 
D2{k, k ) — sm sm — cosh 2c — cos — cos 

q q q q 

. 27r . 27r , „ 27r 27r 

> sm — sm — cosh 2c — cos — cos — 

q q q q 

^D2{2,2) 

ceci resultant du lemm.e |3l 

Si p = 3, la quantite entre les valeurs absolues definissant D2{k, k') est positive 
des que 1 < k < g— let3< k' <g — Setonade meme, pour tout 2 < k < q—2 
et tout 3 < fc' < q — 3, 

, fc'TT kir kn k'n 
D2\k, fc ) = sm sm — cosh 2c — cos — cos 

q q q q 

, 27r . 37r 27r 37r 

> sm — sm — cosh 2c — cos — cos — 

q q q q 

= D2{2,3) 
II convicnt done d'etudier separcmmcnt Ic cas p = 3. 

Le cas p > 4 

Montrons maintenant la proposition dans le cas oii p est supericur ou egal a 4. 

On constate que 

D2{1, 2) < Z?2(l, g - 1) < D2{1, 3) < 7^2(2, 2) 

avec un cas d'egalite qui caracterise la situation p = 4. 
En efFet, on dispose des formules 

£'2(1,2) =cos-[4(cos-)2- 1] 

q p 

1)2(1, q-l) = 2(cos -f + 2(cos -)^ - 1 

q p 

D2{1, 3) = 8(cos -)^(cos -f ~ 2(cos -f - 2(cos -f + 1 

q p p q 

i?2(2,2) = 8(cos-)2(cos-)2-l 

q p 

et le resultat provient des constations suivantes 

£'2(1, 3) - 152(1, g - 1) = 2(2(cos -f ~ l)(2(cos -f - 1) > 

q p 

D2(l, g - 1) - £2(1, 2) > 2(cos -f ~ (4(cos -f - 1) + 2(cos -f -\ = Q 

p p p 

D2{2, 2) - D2(l, 3) > 4(cos -)2 - 2 > 

P 
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La premiere difference est nulle si et seulement si p — A car on demande p < q. 
Remarquons ensuite que si p est superieur ou egal a 5, 1)2(1,2) > 1 alors que 
L»2(l,2) < 1 < 02(1, q- 1) si p prend la valeur 4. 

II reste a demontrer qu'aucune valeur D2{k, k') ne vient s'intercaler dans la liste 
proposee. Si k et k' sont entre 2 et q — 2, cela resulte de la minoration obtenue en 
debut de preuve. Si /c = 1, on constate que D2{1, k) est superieur a 1)2(1, 3) des 
que k est compris entre 3 et g — 3, toujours en utilisant le leinnie[3l Clairement, 
1)2(1, 1) < 1. Un calcul montre ensuite que, si p > 4, 

L»9(l, g - 2) - 1)2(1, g - 1) = 4(cos -f cos - + 4(cos -)^ - 3 cos - 

p q q q 

-2(cos-)2-2(cos-)2 + l 

q p 

= 2(2 cos- - l)((cos-)2 + (cos-)2) + 1-3C0S- 
q p q q 

>0 

la derniere egalite resultant d'une majoration directe si p > 4 et g > 5. Enfin, si 
fc = g — 1, on utilise que D2{q — 1, k') — 1)2(1, q — k'). Ceci acheve la situation 
oil p est superieur a 4. 

Le cas p = 3 

Considerons maintenant le cas ou p = 3. On montre alors que 

l<D2il,q-l)<D2{l,6) 

avec un cas d'egalite qui caracterise la situation oil q = 7. Pour ccla, on examine 
les formules 

D2{1, q-l)= D2{1, 5) = 2(cos -)2 - i 

q ^ 

^2(1, 6) = D2(2,g- 1) = ^2(2, 3) = 2(cos-)(2(cos-)2 - 1) 



On constate ensuite que 1)2(1, fc) est superieur a 1)2(1,6) des que k est compris 
entre 6 et g — 6 puis on examine les valeurs restantes comme precedemment pour 
confirmer qu'elles ne viennent par s'intercaler dans la suite precedente. D 

4 Aspect pratique de I'etude : deuxieme partie 

Pour p = 3, on demontre (section I4.2.2p que tout element hyperbolique de 
r(2,p, q) ayant une distance de translation inferieure ou egale a /i(4) est de ni- 
veau 1 ou 2. Autrement dit, en appliquant la propriete[T]si /q = ^i(4), on obtient 
no = 2. Rappelons que I'on a etudie ces elements dans la section precedente. 
Pour p e {4, 5} et p > 11, la section |4.2. II montre qu'il en est de meme pour les 
elements hyperboliques de r(2,p, q) ayant une distance de translation inferieure 
ou egale a /2(1,(7— 1). 
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Enfin, pour p S {6, 7, 8, 9, 10}, la section H.2.31 explique pourquoi tout hyperbo- 
lique de r(2,p, g) ayant une distance de translation infcricure ou egale a /i(2) 
est egalement de niveau 1 ou 2. 

Dans chaque cas, I'objectif est done d'expliquer pourquoi un element hyperbo- 
lique ayant une telle distance de translation ne peut pas deplacer un element 
du pavage d'une distance combinatoire superieure ou egale a 3 et il est done 
necessaire, en preliminaire, d'examiner de plus pres la quantite p(3). 

4.1 Calcul de p(3) 

Fixons So un sommet du pavage et considerons I'ensemble des sommets qui 
constituent la sphere de centre sq et de rayon 3 pour la distance combinatoire. 
Chaque point de cette sphere sera ecrit sous la forme s{ki,k2) avec fci et fc2 
entre 1 et q — 1. Cherchons celui qui est geometriquement (i.e. au sens de la 
distance hyperbolique d) le plus proche de sq. 

Comengons par etablir le 

Lemme 4 Soit s et sq deux sommets de V tels que D{s,sq) — 3. Si (3 = 
{sox,xy,ys} est un chemin m,inimal de V reliant s a sq, alors la mesure geo- 
metrique de I'angle Z{yx,yso) est inferieure ou egale a n/q. 

En reprenant la mesure de I'angle oriente, le lemme affirme que 

Z{yx,yso)e [0, -] U [27r - -, -] 

q q q 

Preuve du lemme |4] : 

Commengons par signaler le fait que dans le triangle isocele s^xy, I'angle a la 
base /i{yx,yxo) est une fonction decroissante de I'angle au sommet /L(xso,xy). 
Cela resulte des formules classiques de trigonometric hyperbolique. 

Le cas p > 4: 

Ici, on ecrit s = s(fci, fc2) avec fci et fc2 entre 1 ct g — 1. La mesure geometrique 
de I'angle Z{xso,xy) est done minimale pour fci = 1, et un simple calcul (on 
pourra dessiner un p-gone et representer les points sq, x, y) montre que si p > 4, 
I'angle ^{yx, yso) a dans ce cas une mesure geometrique toujours inferieure ou 
egale a n/q avec comme cas d'egalite la valeur p — 4. 

Le cas p — 3 

On ecrit s — s(fci, fc2) avec fci et fc2 entre 2 et q — 2. Remarquons que si fci = 1 ou 
fci = g — 1, I'angle /l{yx,yso) a une mesure geometrique egale a 27r/g et le rai- 
sonnement precedent n'est a priori pas exploitable. Cependant, avec I'hypothese 
oil k2 doit etre entre 2 et g — 2, la mesure geometrique de I'angle Z{xsq, xy) est 
minimale pour ki = 2 ou /ci = g — 2. On trouve alors une mesure geometrique 
egale a 7r/g pour I'angle Z{xsQ,xy) (on pourra la encore dessiner un p-gone pour 
s'en convaincre). Comme il s'agit du cas extremal, cela conclut la preuve. D 
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On deduit de cela le resultat suivant 

Lemme 5 Supposons p > 3. Soit K un entier compris entre 1 et la partie 
entiere de q/2. Pour tout fci entre 1 et q — 1 et k2 entre K et q ~ K , 

d{ki,k2) > Mm{d{ki,K),d{ki,q-K)} 

Preuve du lemme [5] : : 

On se fixe sq un point du pavage et un couple d'entier (fci, ^2) auquel on associe 
un point s = s{ki,k2) de la sphere combinatoire de rayon 3 et de centre sq. 
On dispose d'un chemin /3 = {sox,xy,ys} associe a ce couple d'entier. Dans 
le triangle soys, la longueur sqs est minimale quand la niesure geometrique de 
Tangle Z(yso,ys) est minimal. En notant a la mesure geometrique de Tangle 
Z{yx,yso), on pent distinguer deux cas : 
Si 2k2Tr/q est dans ]0, tt], la mesure geometrique de Z{yso, ys) est egale a 

2fc27r/(7 — a 

EUe est done minimale pour k2 — K. 

Si 2k2TT/q est dans Jtt, 2tt], cette mesure geometrique est egale a 

2(g- k2)n/q + a 

et est minimale pour fc2 ^ q — K . 
Ceci tcrminc la preuve. D 

Ce lemme affirme par symetrie que 

d(fci, fc2) > Mm{d{K, fca), d{q - K, ^2)} 

si fci varie entre K et q — K ct k2 est un entier quelconque entre 1 et q ~ 1. 
On deduit du lemme [5] la propricte suivante. 

Proposition 4 La valeur de p{2i) est determinee de la maniere suivante : 

1. sip> 6, p(3) = d{so, s(l, 1)) 

2. sip^A, p(3)=d(so,s(l,2)) 

3. si p — 5, p{3) — d{so, s(l, q — 1)) 

4. sip ^3, p{3) =d(so,s(2,2)) 

Preuve de la proposition [4] : 

On se fixe sq un sommet du pavage et on designe les points de la sphere de 
centre sq et de rayon 3 pour la distance combinatoire par les sommets s(/ci, ^2) 
avec ki et ^2 compris entre 1 et q — 1. 

Le cas p > 6 

Dans ce cas, pour tons ki et fc2 compris entre 1 et g — 1, le point s(fci, k2) est a 

une distance combinatoire 3 de sq. 
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Pour tout fci fixe, en appliquant le leinine[S]a deux reprises, on a 

d(fci, fcs) > Min{d(l, 1), d(l, q - 1)} 

Montrons que, pour p > 6, d(l, q — 1) est toujours superieur a d(l, 1). 
En ecrivant (3i = {sQX,xy,ys{l, 1)} et /?2 = {sQX,xy,ys{l,q — 1)} des chemins 
du pavage associes a s(l, 1) et s(l, g— 1), on raisonne dans les triangles soi/s(l, 1) 
et soys(l, g — 1). Notons a la mesure geometrique de Tangle ^(yx, j/sq)- L'angle 
en y du premier triangle (qui est 27: / q — a) est strictement inferieur a celui du 
second (qui est 2ii / q + a) . On termine en invoquant le fait que dans un triangle 
hyperbolique, la longueur d'un cote est unc fonction croissante de Tangle oppose 
a ce cote. 

Le cas p = A ou p = 5 

Id, si /ci = 1 ct fc2 = 1, on a D{so, s(l, 1)) < 3 done il s'agit de retirer cette 

possibilitc. 

Le raisonnement precedent, s'appuyant sur le leninie[51 permet d'etablir, d'une 

part, que pour tons fci, k2 entre 2 et g — 2, 

d{ki,k)) >Min{d(2,2),d(2,g-2)} 
et d'autre part que pour fci entre 1 et g — 1 et ^2 entre 2 et g — 2, 

d(fci, fc2) > Min{d(l, 2), rf(g - 1, 2)} 

Une nouvelle application pcrniet d'affirmer 

d{q - 1,2) >d{q- 1,1) 

en remarquant que s{q — 1,1) est bien a une distance combinatoire 3 de sq ici. 
Reste done a comparer d{l, 2) et d(l, q — 1) pour p = A et p = 5 pour conclure. 
En ecrivant pi = {sQX,xy,ys{l,2)} et P2 = {sox,xy,ys{l,q — 1)} des chemins 
du pavage associes a s(l, 2) et s(l, g— 1), on raisonne dans les triangles Soys{l, 2) 
et SQys{l,q — 1). Les angles au sommet y sont egaux dans ces deux triangles 
si p = 4 alors que Tangle en y du triangle soys(l,2) est plus grand que celui 
du triangle soys{l,q — 1) si p = 5 (on pourra dessiner un p-gone pour s'en 
convaincre). On conclut comme precedemment en invoquant le fait que, dans 
un triangle hyperbolique, la longueur d'un cote est une fonction croissante de 
Tangle oppose a ce cote. 

Le cas p — 3 

Dans ce dernier cas, fci et fc2 doivent evoluer entre 2 et g — 2 pour que Ton 
obtienne bien un point s(fci,fc2) qui soit a une distance 3 de sq. On utilise le 
lemme[5]pour etablir que 

d(so, s(fci, fc2)) > Min{d(2, 2), d(2, q - 2)} 

et il reste a comparer ces deux longueurs pour conclure : il s'agit du meme 
argument que lorsqu'on voulait comparer d{l, 1) ct d{l,q — 1) dans le cas 011 
p > 6. 
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Ceci tcrmine la preuve dii Icmine. D 

Reste a calculer explicitement ces valeurs en fonction de p et q. Pour cela, on 
utilise le changement de variable suivant : 

X = COS — ; Y ~ cos — 

p q 

On demontre alors la proposition 

Proposition 5 Avec les notations precedentes, on dispose des formules sui- 
vantes : 

, „ , 32X^Y^{X^ + Y^ -l)i4:X^ -1) + 2X^ +Y^ -1 
coshd(l, 2) = ^ :^ 



coshd(l, 1) 

coshd{l,q — 1) 

coshd(2,2) 



16X2(X2 + r2 _ 1)(2X2 - 1) + 2X^ + Y^ -1 
fT7y2 

{2X^ + Y^- 1)[16X2(X2 + y2 - 1) + 1] 
6AX^Y^{X^ + y2 _ i)(8Y^x^ -l) + 2X^ + Y^ -1 

r^y2 



Preuve de la proposition \5\ : 

Dans toute cette preuve, Sq est un sommet fixe du pavage V. 

Une premiere formule generale 

On suppose que, 2fci7r/g et 2fc27r/g sont strictement inferieurs a tt. On montre 

ici que 

2fci7r 2fco7r 
coshd{ki, k2) = cosli2c(sinh2c)^(l — cos )(1 — cos ) 

q q 

,o 2fci7r 2fc27r 
— (smn 2c) sm sm h cosh 2c 

q q 

Si s = s{ki,k2), notons so,x,y,s les sommets consecutifs du quadrilatere hy- 
perbolique forme par le chemin reliant sq a s dans P en y rajoutant le segment 
geodesique de H reliant s a sq. On a 

coslirf(so, s) = cosh2ccosli(i(soj2/) — sinh2csinh(i(soj2/) cos( Z{yx,yso)) 

= cosh 2c cosh d(so, y) ~ sinh2csinh(i(so, y) cos cos Z{yx, yso) 

— sinh2csinhd(so, y) sin smZ{yx,yso) 
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or 



coshd{so,y) = (sinh2c)^(l — cos ) + 1 ; 

2fci7r 
sin Z(j/x, yso) sinh(i(so, y) = sinh2csin 



done 



2fcl TT 

coahd(so, s) = cosh2c[(sinh2c)^(l — cos ) + 1] 

q 

— sinh2csinh(i(so,y) cos cos /L{yx,ys(j) 

/ • 1 r. \2 • 2fci7r . 2fc27r 

— (smn 2c) sm sm 

q q 

mais on salt que 

cosh 2c — cosh2ccosh(i(so,2/) — sinh2csinh(i(so, y) cosZ{yx, yso) 
ce qui entraine 

sinh2csinh(i(so, y) cosZ(2/x, yso) — cosh2c[coshd(so,y) — 1] 
d'ou 

2fcl TT 

cosh(i(so, s) = cosh2c[(sinh2c)^(l — cos ) + 1] 

q 

— (sinn2c) cosh 2c cos (1 — cos ) 

f ■ uo \2 ■ 2fci7r . 2fc27r 

— (smh 2cj sm sm ■ 



q q 

2fcl TT 

cosh2c(sinh2c)^(l — cos ) + cosh 2c 

2 . 2fci7r . 2fc27r 



(sinh 2c) sin sin ■ 



cosh2c(sinh2c) (1 — cos 



q q 

2fci7r 2fc27r 



q 



,2/, 2fci7r^^_, 2fc27r^ 



cosh2c(sinh2c) (1 — cos )(1 — cos ) 



2 . 2fci7r . 2fc27r 



— (sinh 2c) sin sin h cosh 2c 

q q 

ce qui termine la preuve . 
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Applications de la formule obtenue 

La formule ci-dessus permet de trouver toutes les quantites cherchees a I'excep- 

tion de d{l, q — 1). Examinons en detail le cas de d(l, 2). Via les formules 

cosh2c = 2 (cosh c)^ - 1 = 



(cosh2cf-1^4-^^(^^ + ^^-l)^ 



2 



(l-r2)2 
cos ^ = 2^2 _ 1 ; 

q 
q 

sin — sin — = 81-2(1 _ Y^){2Y^ - 1) 

q q 

qu'il convicnt dc fairc intcrvcnir dans la formule generale obtenue plus liaut, on 
obtient 

27r Att 

cosh(i(l,2) =cosh2c((cosli2c)2- 1)(1 -cos — )(1 -cos — ) 

q q 

— ((cosh 2c) — 1) sin — sin h cosh 2c 

_ {2X^ + Y^ - 1)AX^{X^ + Y^- 1)(2 - 2Y^)8Y^1 - Y^) 

~ (1 - r2)3 

4X2(^2 + y2 _ i)8y2(^ _ y2)(2y2 _ ^-^ 2^2 + y2 _ i 

(i-y2)2 + i-y2 

_ 32(^2 + r2 _ I)x2r2(-4x2 _ 1) + 2X2 + y2 _ ;^ 

- l-y2 

C'est ce que Ton voulait. On laisse au lecteur le soin de detailler les autres cas. 

Calcul de d{l, g — 1) 

De la meme maniere que ci-dessus, on note sq, x, y, s les sommets consecutifs du 
pavage associes au chemin de longueur combinatoire 3 reliant sq as = 5(1,9- 1). 
On a 

2tt 
coshd(so, s) — cosh 2c cosh (i(so, y) — sinh2csinh(i(so, y) cos( h ^{yx, ysg)) 

q 

2tt 
= cosh 2c cosh (i(so, y) — sinh2csinh(i(so, y) cos — cos Z{yx, yso) 

2tt 
+ sinh 2c sinh d{so , y) sin — sin Z {yx, yso) 

le calcul est essentiellement identique a celui fait dans le cas 011 les angles etaient 
inferieurs a tt. On trouvc alors le resulat annoncc. D 
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Avant, de poursuivre, signalons qu'il existe iine methode plus rapide pour cal- 
culer d(l, 1). 

En designant par O le centre du polygene du pavage V admettant sq et s 
parmi ses sommets, et en appelant b la distance hyperbolique de O a une arete 
quelconque de ce polygone, on a 

cosf 

cosh b = ^ 

sm - 
p 



et 



coslid(so,s(l,l)) = (sinh 6)^(1 - cos — ) + 1 

P 



4.2 Recherche des longueurs les plus courtes 

On va niaintcnant utiliser le calcul de p(3) pour appliquer la proposition [T] et 
decrire les distances de translation du spectre des longueurs de T{2,p,q) qui 
se trouvent etre inferieures a une certaine valeur ^o- Cette longueur Zq etant 
differente suivant les valeurs de p, nous exposons les resultats de cette partie en 
fonction du parametre p. 

4.2.1 Le cas ou p — 4,5 ou p > 11 

Supposons dans ce paragraphe que p G {4, 5} ou bien p > 11. 

On montre que les elements hyperboliques 7 de T{2,p,q) qui sont de longueur 

inferieure ou egale a Iq ~ l2{l,q— 1) on un niveau A (7) necessairement inferieur 

ou egal a 2. 

Nous allons pour cela mettre en pratique la proposition [1] : il suffit de prouver 

que 

pi3)>CMl,q~l)) 

C'est I'objet de la 

Proposition 6 Sip € {4, 5} oup > 11, tout element hyperbolique 7 de r(2,p, q) 
tel que A(7) > 3 a une distance de translation strictement superieure a ^2(1,? — 
1)- 

Preuve de la proposition [6] : 

Exaniinons ce qui se passe pour les differentes valeurs de p. 

Le cas p = 4 

Si p = 4 on salt par la proposition |4] que p(3) = d{2, 1) et il sufRt d'etablir que 

coslirf(2,l) > (coshc)2(cosliZ2(l,g-l)- 1) + 1 



19 



Le terme de gauche a ete calcule a la proposition[SJ Le terme de droite est donne 
par 

(C0shc)2(c0sh/2(l,g- 1) - 1) + 1 - 2((2?2(1,9- 1))' - l)Y^y2 + 1 

_ 2x^((2X^ + 2y^ - 1)^ - 1) + 1 - y^ 

- i_Y2 

_ 2X^(2X2 + 2y2 _ 2)(2X2 + 2y2 _ 1 + 1) + 1 _ y2 

- r7y2 

sx^jx^ + y^ - i)(x^ + y^) + 1 - y^ 

- i-y2 

Ce qui mene a I'etude de la fonction 

2(^2 + y2 - 1) [4x2(i6x2y2 - 5y2 - x^) + 1] 



/i(x,y) 



i-y2 

9iX,Y) 

i-y2 



et Ton conclut en remarquant que g{\/2/2, Y) est strictement positive sur [cos7r/5, 1[ 
En cffet, on observe que 

4x2(i6x2y2 - 5y2 - x^) + 1 = 6y2 > 

ce qui termine la preuve dans le cas p — A. 

Le cas p = 5 

Cette fois ci, p{3) = d{l, g — 1) et il s'agit de montrer que 

coshd(l,g- 1) > (coslic)2(cosh/2(l,g- 1) - 1) + 1 
On constate pour cela que la fonction 

g(X, Y) = {2X^ + y2 - 1)(16X2(X2 + y2 - 1) + 1) 

- 8X^{x^ + y2 - i){x^ + y2) - 1 + y2 

est strictement positive pour X = cos7r/5 sur [cos^,l[ ce qui termine le cas 
p = 5. 

Le cas p > 11 

On a p(3) — d(l, 1). II suffit de montrer 

coslid(l,l) > (coshc)2(cosli/2(l,g- 1) - 1) + 1 

qui est une consequence du fait que la fonction 

g{X, Y) = {X^ + y2 - 1) [16 X^{2X^ - 1) - 8 X^{X^ + y^) + 2 ] 

= (x2 + y2 - 1) h{x,Y) 
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soit strictcmcnt positive sur [cos jy, 1[^ en remarquant que sur ce produit, 

h{X, Y) > h{X, l)^2AX^~24:X^ + 2>0 
Ceci tcrminc la preuve de la proposition [Sin 

On a done determine toutes les valeurs du spectre des longueurs des groupes 
r{2,A,q),r{2,5,q) et T{2,p,q),p > 11 qui sont inferieures a ^2(1, 9 — !)• 

4.2.2 Le cas p = 3 

On etudie ici les groupes r(2, 3, q) avec g > 7. La encore, il s'agit de mettre en 
pratique la propriete[Tl mais cette fois-ci avec Iq = ^i(4). 
On montre la proposition suivante 

Proposition 7 Si p — 3, alors tout element hyperbolique 7 de r(2, 3, q) tel que 
^{1) > 3 a une distance de translation strictement superieure a ^i(4). 

Preuve de la proposition [7] : 

Soit s un sommet du pavage V . II suffit de demontrer que 

p(3) > (cosh c)^ (cosh ^1 (4) - 1) + 1 

On rappelle pour cela que p(3) — d(2,2), quantitc dont on dispose deja d'une 
formule a la proposition [5l Un calcul ctablit en outre 

(coshc)2(coshZi(4) - 1) + 1 = I'[2(2r2 - 1)2 + i] 



l_y2 

On conclut en considerant la difference et en constatant 
g{Y) ^ 2AY^ - 32y^ + 12^^ - 1 
est strictement positive sur [cos y, 1[, ce qu'une etude elementaire confirme. D 

On a done determine toutes les distances de translation inferieures a /i(4) se 
trouvant dans le spectre des longueurs des groupes r(2, 3, q). 

4.2.3 Le cas 6 < p < 10 

On suppose 6 < p < 10 et on montre la propriete suivante, en appliquant encore 
une fois la proposition [T] dans ce cas precis avec Zq — ^i(2)- 

Proposition 8 Soit Q < p < 10. Alors tout element hyperbolique 7 de r(2,p, q) 
verifiant X{j) > 3 a une distance de translation strictement superieure a li{2). 

Preuve de la proposition [8] : 

On montre que pour les valeurs de p indiquees, 

p(3) > (coshc)2(coshZi(2) - 1) + 1 
21 



Rappelons que p{3) — d{l, 1) a deja ete calcule a la propriete[5l On ctablit de 
plus que 



(coshc)2(cosli/i(2)- 1) + 1 



2X\4:X^Y^ -i) + (i -y-^ 



l_y2 
Et nous sonimes amene a etudier le signe de la fonction 

16X2(2X2 - 1){X^ + Y^ -1) + 2^2 + 2Y^-2- 2X^{4:X^Y^ - 1) 

qui s'avere etre strictement positif pour X e [\/3/2, 1[ et F e [X, 1[. 
En eflFet, 

giX, Y) > 16X2(2X2 - 1)2 + 4X2 _ 2 - 2X2(4X2 - 1) > 
sur le domaine de definition ctudic.D 

La preuve niontre que le resultat de la proposition [5] est en fait valable pour 
p > 6. 

On a done decrit toutes les distances de translation inferieures a li{2) pour les 
groupes r(2,p, g) qui manquaient a I'appel. 

5 Rigidite spectrale 

Dans cette partie, nous decrivons les premieres valeurs du spectre des longueurs 
des groupes T{2,p,q) dans le theoreme[TJ Nous en deduisons en particulier une 
formule explicite de la systole dans le coroUaire [T] avant d'utiliser ces formules 
pour demontrer la rigidite spectrale de ces objets. On commence par etablir 
cette rigidite pour les groupes verifiant p > 11 avant de generaliser. 



5.1 Description du debut du spectre 

Nous pouvons dcsormais cnoncer le theoreme central de I'etude. 



Theoreme 1 SoitT{2,p,q) avecp etq deux entiers verifiant p <qet- + -^< 



1 
p ■ q - 2- 
Alors le debut du spectre des longueurs est donne par les formules suivantes : 



Lsp r(2,3,7 
Lsp r(2,3,g 
Lspr(2,4,5 
Lspr(2,4,g 
Lspr(2,4,9 
Lsp r(2,5,5 
Lsp r(2,5,g 
Lsp T{2,p,q 
Lsp T{2,p,q 



= {Ul,q- 
= {h{l,q- 

= {hm = 

= {/i(2) = 
= {/i(2) = 

= {/i(2) = 
= {/i(2) = 
= {/i(2) = 
= {h{2) = 



1) = ...} 

1) = • • • < ^1(4) . . .} pour tout g > 8 
<;2(l,g-l)...} 

< ^1(3) = • • • < ^2(1, g - 1) . • •} pour g = 6, 7 

< ^2(1, 9 ^ 1) • • ■} pour tout g > 8 

<;2(i,g-i)...} 

< ^2(1, 2) . . .} pour tout g > 6 
} pour tout p€ {6,7,8,9,10} 

< /2(1, 2) . . .} pour tout p > 11 
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avec 

l2(l,q-l) = 2 Argch f2(cos -)2 + 2(cos -)2 - 1] 

P q 

^2(1, 2) = 2 Argch [cos -[4(cos -)2 - 1]] 
q p 

TT TT 

li (2) = 2 Argch [2 cos - cos -] 
P q 

his) = 2 Argch [cos-[4(cos-)2 - 1]] 

p q 

Preuve du theoreme [1] : 

Nous devons ranger dans I'ordre croissant les valeurs trouvees dans les proposi- 
tions [2] et [3 

Le cas p = 3 



En utihsant les formulcs donnccs, on ctabht que 

1 < Di{3) = Z?2(l, q-l)< Di{A) = i?2(l, 6) 
avec egalite si et seulement si q — 7. 

Le cas p = A : 

Cette fois ci, on doit differencier deux cas. 

Si g = 5, 6, 7, on a 

i?2(l,2) < 1 < Di{2) < Di{3) < 02(1, q-1) 

avec egalite si et seulement si 5 = 5. 
Si par contre g > 8, on constate que 

i?2(l,2) < 1 < A(2) < D2il,q-l) < A(3) 

ce qui acheve la preuve dans ce cas. 

Le cas p > 5 .' 

On constate ici que 

1< Di{2) < D2{1,2) < D,{3) 

avec egalite si et seulement si g = 5. Toujours si p = q = 5, on constate enfin 
que 

D,i3)<D2{l,q-l) 

ce qui acheve la preuve. D 

En particulier, on obtient le 

Corollaire 1 La systole de T(2,p,q) est determinee par I'alternative suivante : 

1. Si p > A, il s 'agit de 2 Argcosh [2 cos - cos -] 

2. Sip = 3, il s'agit de 2 Argcosh [2(cos ^f - \] 



q) 2J 
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5.2 Interpretation geometrique 

Sachant que les classes de conjugaison des elements hyperboliques de distance 
de translation Iq de T{2,p,q) donnent naissance aux geodesiques fermees de 
longueur Iq de la surface a points coniqucs H/r(2,p, q), il est naturel de chercher 
a representer les geodesiques obtenues ci-dessus, et notamment la systole. 
Autrement dit, on cherche quelle est la forme geometrique des geodesiques les 
plus courtes sur les surfaces a points coniques considerees. 
Rappelons que ces quotients sont de genre et admettent trois points coniques 
non equivalents qui correspondent aux trois classes de conjugaison d'elements 
elliptiques presents dans T(2,p,q). 

5.3 Rigidite dans le cas p > 11 

Dans cette partie, on montre que si r{2, p,q) et T{2,p',q') verifient p > 11 ct 
p' > 11 et ont le meme spectre des longueurs, alors ils sont isometriqucs. 

Proposition 9 Si T{2,p,q) et T{2,p' ,q') sont deux groupes de triangles ayant 
le mime spectre des longueurs et verifiant p > 11 et p' > 11, alors p = p' et 
q = q'. 

Preuve de la proposition [9] : 

On rappelle que le debut du spectre est alors donnc par 

Lspr(2,p,9) = {/i(2) = ...<;2(l,2)...} 

et que Ton connait done les longueurs li{2) et ^2(1, 2) si le spectre est donne. 
Notons /i,?2 les deux premieres valeurs distinctes du spectre et determinons 

Li = cosh— ; z = 1, 2 
2 

II suffit d'etablir que le systeme 

2XY = il 

F(4X2-1) =L2 

admet un unique couple de solution (X, Y) dans [0, 1]^. Cela revient a montrer 
que le polynome 

P(u) = 4Liu^ -2L2U~ Li 

a une unique racine dans [0, 1] : cette racine est alors X. Le polynome P admet- 
tant toujours deux racines reelles de signes opposes, il en existe une seule dans 
I'intervalle considere. Ceci acheve la preuve, modulo le changement de variable 
X = cos{tt/p) et F = cos(7r/g). D 
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5.4 Le cas general 

Avant d'entamer la preuve du theoreme central, commcngons par enoncer et 
demontrer le resultat suivant : 

Lemme 6 Un groupe T{2,p' , q') avec p' < 8 ne pent pas avoir le mime spectre 
des longueurs qu'un groupe T{2,p, q) avec p > 9. 

Un groupe r(2, 3,g) ne peut pas avoir le menie spectre des longueurs qu'un 
groupe r(2,p', q') avec p' > 5. 

Preuve du lemme [6] : 

Commengons par montrer la premiere assertion. 

Traitons d'abord le cas p' € {4, 5, 6, 7, 8}. Dans le cas d'isospectralite, on aurait 

egalite des systoles et done 



Ceci impose 



COS — cos — = cos — COS — < COS — ; p>Q 
p q p' p' 8 



(cos — j < COS — 



done p < 11. On a de plus q < 17 en resolvant 

TT TT TT IT TT 

COS — > COS — COS — > COS — COS — 

8 p q 9 q 

II s'agit done de trouver 4 < p' < 8 ; q' > p' tels que 

TT TT TT TT 

COS — COS — — COS — COS — ; 9<p<ll; p < q < 17 
P q P q 

En examinant separemment les cas oii p' € {4, 5, 6, 7, 8} on constate qu'un tel 
q' n'existe pas. 

Montrons maintenant que T(2,p, q) ne peut etre isospectral a un groupe r(2, 3, q'). 
Pour cela, il sufiit de constater que ces groupes ne peuvent pas avoir la meme 
systole car on aurait 

- > 2(cos — j —1 = 2 cos — cos — 
2 q' P q 

ce qui montre que p < 5. La deuxieme assertion est une consequence de ce qui 
vient d'etre dit : la systole d'un groupe r(2, 3, q) est necessairement inferieure a 
3/2 ce qui est impossible des que p est superieur a 6. D 

On se propose d'etablir maintenant le resultat principal de cet article : 

Theoreme 2 Soit T{2,p,q) et T(2,p',q') deux groupes de triangles ayant le 
meme spectre des longueurs. Alors ces deux groupes sont isometriques. 
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Preuve du theoreme [2] : 

Fixons nous un groupe T{2,p,q) ct montrons qu'il nc peut pas etre isospectral 
a un groupe r(2,p', q') avec p ^ p' on bien q ^ q' . 

Le cas p = 10 

On ecarte les cas ou p' < 8 en utilisant le lemme [B] • Le cas p' — 9 s'exclut 
par symetrie en considerant les calculs faits pour p = 9. Enfin, 11 n'est pas 
envisageable de trouver un groupe r(2, 10, q) isospectral a un groupe r(2,p', q') 
avec p' > 11 car cela imposerait, par egalite des systoles, 

TT TTTT TrTTTTn 

COS — - > cos -— COS — = COS — COS — > (cos — -) 
10 10 q p' q' p' 

done p' < 14, et 

TT TT TT 

COS > COS COS — - 

10 11 q' 

ce qui impose q' < 23. On aurait alors un cnticr q > 10 tcl que 

TT TT TT TT 

COS — COS — g {cos — COS — ; 11 < p' < 14 ; p' < q' < 23} 
10 q p' q 

ce qui est impossible. 

Le cas p = 9 

On ecarte les cas oii p' < 8 par le lemme El Le cas p' = 9 est trivial. Montrons 
qu'un groupe T{2,9,q) ne peut pas avoir le meme spectre des longueurs qu'un 
groupe r(2,p', q') avec p' > 10. 
L'egalite des systoles impliquerait en effet 

(cos — -) < COS — COS — = COS — COS — < COS — 

p' p' q' 9 q 9 

done p' < 12. De meme, on aurait 

TT TT TT TT TT 

COS — > COS — COS — > COS COS — 

9 p' q' ~ 10 q' 

ce qui impose q' < 20. II s'agit done de trouver q > 9 te\ que 

cos - cos - e {cos — cos — ; 10 < p < 12 ; p < q' < 20} 
9 q V q 

ce qui s'avere impossible. 

Le cas p = 8 

Supposons r(2,8, (?) et r{2, p',q') isospectraux. On a necessairement p' < 8 et 
p' ^ S par le lemme [6l Si p' = 8, cela impose evidemment q' — q. Examinons le 
cas p' G {4, 5, 6, 7}. L'egalite des systoles se traduit par 

IT TT TT TT TT 

cos — COS — = COS — COS — < COS — 

8 q P q 7 
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TT TT TT TT 
COS — COS — = COS — COS ■ 

8 q p' q' 



ce qui impose q < 14. II s'agit done de trouver q' entier tel que 

-; 4<p'<7; 8<g<14 
7 

Les calculs montrent qu'un tel q' n'existe pas. 

Le cas p = 7 

Supposons r(2, 7, q) et r(2,p', q') isospectraux. On a neeessairement p' < 8 par 

le lemmeini Le cas p' = 8 s'ecarte par symetrie (cf. le cas p = 8). Si p' = 7, cela 

impose q' = q. Examinons le cas p' S {4,5,6}. L'egalite des systoles se traduit 

par 

TT TT TT TT TT 

COS — cos — — cos — COS — < COS — 

i q p' q' 6 

ce qui impose q < 11. II s'agit done de trouver q' entier tel que 

TT TT TT TT . 

COS — COS — = COS — COS — ; 4<p <6; i < q <11 
" q p' q' 

La encore, un tel q' n'existe pas. 

Le cas p = 6 

Supposons r(2, 6, q) et r(2,p', q') isospectraux. On a la encore p' < 8 en vertu du 
lemnieini Les cas ou p' G {7, 8} s'excluent par symetrie (cf. les cas oil p € {7, 8}) 
et le cas p' = 6 impose q' = q. Examinons les cas oil p' £ {4, 5}. L'egalite des 
systoles se traduit toujours par 

TT TT TT TT TT 

COS — COS — — COS — COS — < COS — 

6 q P q 5 

ce qui impose g < 8. II s'agit done de trouver q' entier tel que 

TT TT TT TT . 

COS — COS — = COS — COS — ; 4<p <5; 6<g<8 
6 q P' Q' 

Les calculs montrent I'inexistence d'un tel q' . 

Le cas p — 5 

Supposons r(2, 5, q) et r(2,p', q') isospectraux. On a neeessairement p' < 8 par 
application du lemme [6l On exclut les cas oii p' G {6, 7, 8} par symetrie. Si 
p' = 5, cela impose q' = q. Examinons le cas p' — 4. L'egalite des systoles s'ecrit 

TT TT TT TT TT 

COS — COS — — COS — COS — < COS — 

5 q 4 q' 4 

ce qui impose q < 6. II s'agit de trouver q' entier tel que 

TT TT TT TT 

COS — COS — = COS — COS — ; 5 < q < 6 
5 q 4: q' 
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ce qui est la encore impossible. Reste le cas p' = 3. Pour cclui-ci, on doit trouver 
q et q' tels que 

2 cos — cos — — 2 cos — < - 

5 q q' 2 2 

et cela impose q < S. On doit resoudre 

TT 1 TT TT 

2(cos — )^ - - e {2 cos - cos - ; q = 5, 6, 7, 8} 
q' 2 5 q 

ce qui n'est possible que pour q' — 10 quand q = 5. 

Les groupes r(2, 5, 5) et r(2, 3, 10) ont done les memes systoles. lis ne sont ce- 

pendant pas isospectraux, car la seconde longueur du spectre est differente. 

Le cas p — A 

Supposons r(2,4, g) et T{2,p',q') isospectraux. Le lemme |6] montre que Ton a 
necessairement p' < 8. On pent ecarter les cas oil p' € {5,6,7,8} par symetrie 
en se referant aux calculs effectues dans les cas ou p £ {5, 6, 7, 8} qui figurent 
plus bas dans ce paragraphe. Si p' — 4, cela implique q' — q. Examinons done 
le cas p' = 3, ou I'egalite des systoles se traduit par 

V2 > 2 cos - COS - = 2(cos — ) 

4 q q' 2 

qui impose q' < 15. Reste a resoudre 

V2cos - e {2(cos ^f-- ; q' = 7,8,..., 15} 
q g' 2 

ce qui n'est possible que pour q' = 12 quand q = 12. Les groupes r(2,4, 12) et 
r(2, 3, 12) ont done les memes systoles. lis ne sont cependant pas isospectraux, 
ce qui se constate la encore en considerant la seconde longueur du spectre. 

Le cas p = 3 

Le lemme |6] montre que r(2, 3, q) ne pent pas etre isospectral a r(2,p', q') avec 
p' > 6. Les cas p' = 4 et p' = 5 s'averent impossibles egalement (cf. les calculs 
effectues pour les cas p = 4 et p := 5). Enfin, p' = 3 impose clairement q' = q. 

Le cas p > 11 

Le cas p' > 11 est exclu par la proposition [9l Les cas oii p' < 8 sont impossibles 
cette fois ci en invoquant le lemmelHl Reste les cas oil p' € {9,10} qui doivent etre 
ecartes par symetrie (on renvoie aux calculs effectues dans les cas p € {9, 10}). 
Ceci acheve la preuve du thcoreme [2j D 
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